Problemas

Especial

Aplicaciones para el area de matematicas

Pedro Javier
Rojas Garzon

Doctor en Educacion,
énfasis en Educacion
Matematica, Profesor
titular de la Maestria

en Educacion de la
Universidad Distrital
Francisco José de Caldas,
Director del Grupo de
Investigacion MESCUD

y Vicepresidente de la
Asociacion Colombiana de
Matematica Educativa,
ASOCOLME.

66

y ambiente
de resolucion
de problemas

«En los mismos rios entramos
y No entramos, [pues] somos
y no somos [los mismos]»

Herdclito

En este articulo presento aspectos generales sobre diversos enfoques de resolu-

cion de problemas y sobre los procesos requeridos en la actividad matematica, asi

como también orientaciones para el trabajo en el aula, con el propdsito de generar

ambientes de aprendizaje propicios para potenciar en nifos y jovenes construccion

de conocimiento y desarrollo de procesos matematicos en un ambiente de resolu-

cion de problemas.

(Problema o ejercicio?

Resulta pertinente reconocer algunas si-
militudes y diferencias entre problema y
situacion-problema, aunque en la practica
posiblemente no establezcamos diferencias
explicitas entre estas dos expresiones. Dada
una situacion, ya sea en contextos cotidia-
nos, cientificos o matematicos, los sujetos
que quieran o deban abordarla pueden estar,
respecto a la misma, en una disposicién o en

una actitud completamente diferente. El con-
cepto de problema, en principio, puede aso-
ciarse con una tension entre lo esperado y lo
sucedido, o entre lo conocido y lo descono-
cido por una o varias personas, entre lo posi-
ble y lo no posible; en otras palabras, puede
asociarse con una situacién que aunque no
sea familiar para un(os) sujeto(s) e implique
cierta dificultad para abordarla, es posible
poner en juego, de manera significativa, el
conocimiento que se posee para compren-
derla, abordarla e incluso resolverla. Ahora
bien, una situacion relacionada con un tema
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en el cual un sujeto es experto, posiblemente
no constituya problema alguno para dicho
sujeto, en tanto posee los conocimientos basi-
cos para comprenderla con relativa facilidad,
sin que represente un reto para él, en la me-
dida que domina ciertos procedimientos cla-
ramente definidos para abordar o resolver tal
situacion, e incluso para abordar no solo esta
sino una variedad de situaciones similares;
en este caso, para el experto, dicha situacion
puede constituir un simple ejercicio, quizas
de cardcter completamente rutinario.

Por su parte, para un aprendiz, la misma si-
tuaciéon puede no solo implicar un nivel sig-
nificativo de dificultad, por ejemplo, en tanto
pone en evidencia el desconocimiento de
algunos conceptos requeridos para compren-
derla y no le es posible visualizar opciones
para su abordaje, asi como también porque
pone al descubierto un posible desconoci-
miento de procedimientos utiles o similares
a los requeridos. Es decir, para este aprendiz
podria tratarse ya no de un simple ejercicio
de caracter rutinario sino de un problema
complejo, posiblemente complicado, aunque
esté interesado en abordarlo. No obstante,
también podria suceder que, para un no-ex-
perto, esta misma situacién realmente no
revista interés alguno, en cuyo caso tampoco
constituiria un problema para él; o también
que, aunque se vea como aprendiz y pueda
tener un cierto interés, reconozca un nivel de
dificultad tan alto que decida no abordar la
situacién planteada y, por tanto, tampoco lle-
gue a constituirse realmente en un problema
para él.

Desde lo planteado anteriormente, si no hay

una necesidad o un cierto interés por parte
de un sujeto para abordar una situacién, o si
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esta no constituye para él un “reto”, en algtin
sentido, posiblemente no pueda considerarse
un problema para este sujeto y, a lo mas, la
considere como una curiosidad, que si bien
reviste una cierta dificultad, en ese momento
0 en ese contexto no estd motivado para abor-
darla. Por supuesto, un contexto, sea este co-
tidiano, cientifico o puramente matematico,
puede ser mas moti-
vante para unos que
para otros. A manera
de ejemplo, pode-
mos describir una
situacién que si bien
hace referencia a un
juego, se puede abor-
dar desde un con-

APLICACIONES
PARA EL AREA

El concepto de problema, en
principio, puede asociarse con
una tension entre lo esperado vy
lo sucedido, o entre lo conocido
y lo desconocido por una o varias
personas, entre lo posible y lo no

texto matematico: posible.
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¢Quién dice 20?

Se inicia el juego por parejas. En cada
turno el jugador debe escoger solo uno
de tres numeros: 1, 2 0 3, y en los otros
turnos, a este nimero se le suma el dicho
por el siguiente jugador (por ejemplo, el
primero dice 3 y el otro dice 1, entonces
van 4, ahora el primero dice 3 y van 7,
etc.). Gana quien diga primero 20. En
principio, los estudiantes abordan el
juego por ensayo y error; asi, después de
unos cuantos intentos, se puede retar a
los competidores a encontrar una estra-
tegia ganadora. Una vez encontradas
las posibles estrategias, se discute la va-
lidez y generalidad de las mismas; para
esto, se puede variar un poco el juego,
ya sea cambiando el 20 por otro niimero
un poco mayor, o dejando 20 pero cam-
biando los niimeros posibles de decir (del
1al4,del1al5,solo1y?2, etc.), o cam-
biando las dos condiciones iniciales.

En el ejemplo anterior, las estrategias usadas
por los estudiantes varian; algunos recono-
cen que si llegan a 16, ganan, pero que para
llegar a 16 primero deben llegar a 12; sin
embargo, no siempre centran la mirada en
buscar una estrategia ganadora y abandonan
esta opcion, solo juegan. Otros, por su parte,
permanecen en la pregunta, son persisten-
tes, y después de un tiempo y varios ensayos,
posiblemente reconozcan cémo controlar las
variables del problema (particularmente los
numeros clave). Una opcién: si el minimo na-
mero es 1y el maximo es 3, puedo garantizar
que la suma siempre sea 4 (asi, la regla que
se debe seguir es: si el otro dice 1, yo digo 3;
si dice 2, digo 2; si dice 3, digo 1), y al dividir
20 entre 4, el residuo es 0. Entonces, si dejo
que el otro empiece, y sigo la regla anterior,
garantizo que gano. Ahora bien, si jugamos
a quién dice 25, para garantizar ganar, ahora
debo empezar por el 1y seguir la regla. Por
supuesto, aunque yo no empiece, si el otro no
ha encontrado una estrategia, ain podria ser
el ganador.

Ahora bien, en este momento, considero im-
portante resaltar que en cualquier contexto,

las preguntas o conjeturas aparentemente
complejas pueden tener respuestas relativa-
mente sencillas, mientras otras preguntas o
conjeturas simples de enunciar y compren-
der pueden ser mds complejas de abordar y
resolver de lo que nuestro sentido comun nos
podria sugerir.

A manera de ejemplo, y en un contexto pura-
mente matematico —en el campo aritmético—,
podemos mencionar una famosa conjetura,
formulada desde el afio 1742 por Goldbach
que, si bien es muy sencilla de enunciar y de
entender desde el campo aritmético, al inten-
tar resolverla resulta mucho mas compleja de
lo que nuestro sentido comun podria suge-
rirnos, tanto asi que sigue siendo uno de los
problemas atin sin resolver, pero que motivan
a los mas prestigiosos expertos en teoria de
numeros del mundo. Incluso, su enunciado
podria motivar y despertar el interés de mu-
chos estudiantes de diferentes niveles de for-
macion.

Veamos, que resulta relativamente fécil en-
contrar una regularidad al revisar algunas
descomposiciones (no todas) de los algunos
numeros pares:
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4=4+0=3+1=1+3=2+2
6=0+6=1+5=4+2=3+3
8=8+0=7+1=2+6=5+3
10=1+9=8+2=7+3
12=94+3=4+8=5+7
14=1+13=11+3=7+7

Si bien el nimero de posibles descomposi-
ciones de los anteriores nimeros pares, me-
diante dos sumandos, cada vez es mayor, nos
interesa destacar que en todos los casos una
de las descomposiciones involucra dos nime-
ros primos. Podriamos seguir revisando mas
y mds numeros pares, como lo han hecho
expertos en el tema con ayuda de medios
electronicos, y evidenciar que se sigue cum-
pliendo para ntimeros pares cercanos a un
millon de billones (por ahora, se sabe que se
cumple para todos los nimeros pares mayo-
res que 2 y menores que 10'). La conjetura
es la siguiente:

Todo niimero entero par, mayor a 2,
puede escribirse como la suma de dos
numeros primos.
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En sintesis, una situacion dada, en un cierto
contexto y en un determinado momento de
lavida, puede no generar interés alguno para
un sujeto o llevarlo a reconocer en €l una gran
dificultad que no estd dispuesto a abordar,
mientras en otro contexto o en otro momento
de la vida, dicha situaciéon, o una similar,
puede no solo captar su interés, sino generar
disposicion para enfrentarla, comprenderla
y abordarla con cierto éxito; interés que in-
cluso podria estar dado fundamentalmente
por una necesidad.

En cierto sentido, podria decirse que en prin-
cipio no existen problemas, sino situaciones
que, para determinados sujetos, en diferentes
contextos o debido a diferentes motivaciones
pueden constituirse en problemas.

Es decir, toda situaciéon es potencialmente
susceptible de constituirse en problema, para
un determinado sujeto, en un cierto contexto
y en un tiempo determinado; quizas, en rela-
cién con los procesos de enseflanza y apren-
dizaje, puede ser mas apropiado hablar de
situaciones-problema.

APLICACIONES
PARA EL AREA
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Relacion Contenido-
Situaciones problema

Iniciemos reconociendo que en contextos
relacionados con los procesos de ensefian-
za-aprendizaje resulta de gran importancia y
utilidad tener a disposicién varios problemas,
o situaciones-problema, que puedan ser aso-
ciados con uno o mdas conceptos, procesos,
contenidos o procedimientos para ensefar,
que a su vez cuenten con un cierto nivel de
complejidad y puedan constituir un desafio
para quien los pretenda abordar, de tal punto
que lo motiven a enfrentarlos de manera
consciente.

Todo sujeto hace parte de una cultura en la
cual comparte, y le son compartidas, situa-
ciones de interés social —problematicas para
unos pero no necesariamente para Otros—.
Situaciones que son culturalmente tematiza-
das, puestas en discusién, y en relacién con
las cuales, para su comprension y abordaje,
como humanidad hemos invertido mucho
tiempo y esfuerzo en articular una gran va-
riedad de conceptos, de conocimientos, de
procesos y de procedimientos emergentes

En cierto sentido, podria decirse
que en principio no existen
problemas, sino situaciones que,

para determinados sujetos, en
diferentes contextos o debido a
diferentes motivaciones pueden

constituirse en problemas.

que han mostrado ser ttiles culturalmente
hablando.

Esto ha permitido y posibilitado multiples y
variados desarrollos, reconocidos como im-
portantes para la sociedad y, en tal sentido,
deseables de ser compartidos y apropiados
por los miembros de la cultura, en diversos
procesos de interaccién, de manera diferen-
ciada y de acuerdo con necesidades, intere-
ses, etc.

Lo anterior no significa promover una “in-
corporacién” acritica, de tipo mecdnica, de
dichos conceptos, conocimientos, procesos y
procedimientos culturalmente construidos,
aunque no por ello estaticos o susceptibles de
discusién y cambio; tampoco significa que,
en aras de defender la no interferencia en la
construccion de conocimiento de los sujetos,
se espere que estos encuentren, de manera
completamente independiente, situaciones
que motiven y potencien en ellos conoci-
mientos socialmente requeridos o exigidos.

Conocimientos que, vale la pena reiterar, la
humanidad ha tardado afios e incluso siglos
en construir y depurar.

Somos sujetos inmersos en una cultura y
nuestros conocimientos, necesidades y po-
sibilidades de ser en el mundo, aunque di-
ferenciados, son determinados, en buena
parte, por ella. El ser humano, en tanto sujeto
cultural, es alguien sujetado, normativizado
por los contenidos de su cultura.

Como lo plantea Radford (2006), necesita-
mos aprender a “ser con otros”, también a ser
para otros. Para expresarlo de mejor manera,
acudo a las palabras de Octavio Paz [en su
poema Piedra del Sol]:
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Quiero finalizar esta secciéon retomando pa-

Para que pueda ser, he de ser otro, labras del famoso matematico Félix Klein
salir de mi, buscarme entre los otros, (1927), que hacen referencia a la formacion APLICACIONES
4 . i PARA EL AREA
los otros que no son si yo no existo, los matematica de futuros profesores:

otros que me dan plena existencia.

Durante mucho tiempo la gente de las universidades se preocu-
paba exclusivamente de sus ciencias sin conceder atencion alguna
a las necesidades de las escuelas, sin cuidarse en absoluto de esta-
blecer conexién alguna con la matemdtica de la escuela. ; Cudl era
el resultado de esta prdctica? Eljoven estudiante de la universidad
se encontraba a st mismo, al principio, enfrentado con problemas
que no le recordaban las cosas que le habian ocupado en la es-
cuela. Naturalmente olvidaba estas cosas rdpidamente. Cuando
después de acabar su carrera se convertia en profesor, se encon-
traba de repente en una situacion que se suponia debia ensefiar
matemdticas elementales tradicionales en el viejo modo pedante;
y puesto que, sin ayuda, apenas era capagz de percibir conexion
entre su tarea y sus matemdticas universitarias, pronto recurria
a la forma de ensefianza garantizada por el tiempo, y sus estu-
dios universitarios quedaban solamente como una memoria mds
o menos placentera que no tenia influencia sobre la ensefianza.

Toda construccion personal de conocimiento
matemadtico, en cierta forma, esta vinculada
con problemas que tienen que ver con “rea-
lidades” culturales, asi como también con
maneras en las que nuestra sociedad, o mas
generalmente nuestra cultura, ha propuesto
abordarlas para darles solucién y con el co-
nocimiento decantado en este proceso. En tal
sentido, en el contexto escolar, posiblemente
muchos de los problemas deben ser plantea-
dos y re-presentados de manera diferente de
como surgieron, haciendo énfasis en el con-
texto, o los contextos, de la situacién-pro-
blema o del problema, potenciando opciones
de pensarlo o re-pensarlo, de abordarlo ya sea
por ensayo y error, mediante procedimientos
heuristicos o métodos no convencionales.
Pero también se deben ofrecer espacios para
reconocer elementos tedricos y practicos,
conceptuales u operacionales, obtenidos por
comunidades académicas, que posibiliten
abordar el problema comprensivamente Yy,
de ser posible, resolverlo; lo cual incluye el
conocimiento o reconocimiento de maneras
culturalmente aceptadas como validas.

Somos sujetos inmersos
en una cultura y nuestros
conocimientos, necesidades
y posibilidades de ser en el
mundo, aunque diferenciados,
son determinados, en buena parte,

En el proceso de resolucién de problemas ma-
P P por ella.

tematicos, y retomando ideas de Schoenfeld
(1992), se pueden reconocer cinco aspectos
interrelacionados:

1. Conocimiento de base (o recursos matemati-
cos) de los sujetos que intervienen.

2. Estrategias de resolucion de problemas re-
conocidas y apropiadas por los sujetos.

3. Aspectos afectivos y el sistema de creencias
de los sujetos que intervienen en el proceso

4. Aspectos metacognitivos8

5. Comunidad de practica en la cual se desarro-
lla este proceso.

B D ’Amore (1997) realiza un detallado analisis de as-
pectos relacionados con la resolucién de problemas
y, en particular, de los procesos metacognitivos.

Ruta maestra £d.7 71
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Enfoques de resolucion
de problemas y procesos
matematicos

Los enfoques sobre resolucion de problemas
que posibilitan el desarrollo de un pensa-
miento matematico pueden agruparse al
menos en tres, los cuales pueden ser dife-
renciados por el papel que juega el problema
(ver, por ejemplo, Charnay, 1994):

1. Como aplicacion de conocimiento previa-
mente adquirido. Asociado con una forma
de trabajo en la que el problema es visto
como aplicacién de un conocimiento pre-
viamente adquirido; privilegiando una
secuencia de trabajo en el aula que puede
resumirse asi: Definiciones de conceptos,
reglas o propiedades, ejemplos, ejercicios
y problemas de aplicacién de los concep-
tos definidos y de las propiedades dadas.

[

_: A+

2. Como conjunto de estrategias y métodos
para resolver problemas. Asociado con
una forma de trabajo en la que se privile-
gia el reconocimiento de estrategias para
abordar problemas tipo, como los que
usualmente se denominan problemas tipo
olimpiadas.

3. Como fuente y ocasion de aprendizaje.
Asociado con una forma de trabajar en la
que se parte de uno o varios problemas, a
partir de los cuales se reconozca la necesi-
dad e importancia de ciertos conceptos y
procedimientos; asi, el problema se cons-
tituye en fuente de desarrollo del pensa-
miento matematico y, en la interaccion
con otros, el estudiante adquiere y cons-
truye su saber.

Se pueden proponer otras clasificaciones,
realizando subdivisiones relacionadas con
el uso especifico que se da a los problemas,
como medios para el logro de otros objeti-
vos curriculares y no como propdsito en si
mismo. Asi, el papel que desempena el pro-
blema puede ser:

* Justificativo. Para mostrar, por ejemplo, la
importancia de las matemadticas en la vida
cotidiana, a la vez que se motiva su ense-
fianza.

* Motivacional. Para despertar interés e
introducir, por ejemplo, algunos conteni-
dos, procedimientos o generar reflexiones
sobre hechos o preguntas relacionadas
con una temadtica particular.

* Recreativo. Para mostrar posibilidades
lidicas de los conocimientos y procesos
matematicos, ademas de posibilitar cierta
motivacién por hechos especificos.

* Prdctico. En tanto opcién de aplicacion de
conocimientos y técnicas.

* Contextual. En tanto provee contextos
para abordar aspectos relacionados con
diversas tematicas (en la que se incluyen
aspectos tanto conceptuales como proce-
dimentales).
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* Potencial. En tanto posible medio para
el desarrollo de nuevas habilidades y la
construccién de nuevo conocimiento.

En relacion con la formacién matematica,
resulta deseable participar de propuestas
tedrico-practicas para el desarrollo del curri-
culo que asumen como estrategia conceptual
o metodoldgica un cierto enfoque de reso-
lucién de problemas que, ademds de guar-
dar cierta correspondencia histérica con la
dindmica de desarrollo de las matematicas,
pueda también potenciar y generar conoci-
miento contextualizado de las matematicas,
y asi posibilitar su uso comprensivo.

No se trata pues de plantear que se trabaje
desde la resoluciéon de problemas simple-
mente como un eslogan. Cualquiera que sea
el enfoque asumido para la resolucion de
problemas, es de esperarse que posibilite y
potencie procesos que consideramos rele-
vantes en la actividad matematica, como los
siguientes:

* Representacion — Significacién / Com-
prension / Interpretacion

e Generalizacién — Particularizacién

* Ejemplificacion / Identificaciéon / Distin-
ciéon / Aplicacién / Contextualizacion/
Reconocimiento / Deteccién /...

 Algoritmizacién / Mecanizacion (Repeti-
cién) — Problematizacion (asociada a los
objetos matemadticos identificados en las
actividades realizadas).

* Andlisis / Descomposicion — Sintesis /
Reificacion / Unificacién / Encapsulacidon

* Comunicacién — Definiciéon — Enunciacién
(expresar propiedades, conjeturas, dar
definiciones,...) / Argumentacion / Justi-
ficacién / Demostraciéon / Explicacion

* Personalizacion / Construccidon / Repre-
sentacion interna — Institucionalizacion

* Idealizacion / Esquematizacion / Abstrac-
cién — Materializaciéon / Representacion
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externa (grafica, tabular, expresiones en
lenguaje natural, expresion simbodlica,
entre otras).

Asi, siguiendo ideas de Schoenfeld (1992), el
trabajo que se realice en las aulas de matema-
ticas debe posibilitar a los estudiantes explicar
una variedad de situaciones-problema, que
pueden ir desde ejercicios, pasando por el uso
de estrategias requeridas para abordar proble-
mas clésicos, y por situaciones de exploracion
y formulacién de conjeturas, hasta problemas
abiertos que potencien el desarrollo de habi-
lidades para analizar, comprender, percibir
relaciones y estructuras, asi como proponer
nuevas estrategias y expresar argumentos con
claridad y coherencia. Esto es, potenciar en los
estudiantes el desarrollo de aprendizajes auto-
nomos, que les posibilite interpretar y usar la
matematica.

No se trata pues de
plantear que se trabaje
desde la resolucion

de problemas
simplemente como
un eslogan.

Trabajo individual -Trabajo grupal

Todo proceso de interaccién potencia apren-
dizajes en unos y otros, pero resulta deseable
que, al menos en contextos escolares y en
algunas situaciones especificas, quienes in-
teractian en relacién con alguna tarea pro-
puesta hayan reflexionado sobre la misma,
cuenten con algunos elementos especificos
con respecto a la situacion-problema y pue-
dan aportar en los procesos de interaccion,
por ejemplo, con preguntas, con sugerencias
desde sus comprensiones parciales y con es-
trategias u opciones para abordarlas, aunque
estas en principio sean poco claras.

Por tanto, si bien debemos reconocer la im-
portancia de los procesos de interaccion, en
pequetios y grandes grupos, de aprender a

APLICACIONES
PARA EL AREA
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.resulta pertinente insistir en que aprender a
pensar matematicamente requiere del uso
flexible y efectivo de conocimientos, ademas del

dominio de los recursos dentro de la disciplina, ..asi

como también, cierta motivacion y disposicion
para involucrarse en actividades propias del quehacer

matematico, que deben ser abordadas en las aulas.
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A manera de conclusion

Finalmente, y retomando ideas de Schoen-
feld (1992), resulta pertinente insistir en que
aprender a pensar matemdticamente requiere
del uso flexible y efectivo de conocimientos,
ademds del dominio de los recursos dentro
de la disciplina, particularmente de las reglas
que requieren ser puestas en juego; asi como
también, cierta motivacién y disposicion para
involucrarse en actividades propias del que-
hacer matematico, que deben ser abordadas
en las aulas. En tal sentido, seria pertinente
que como profesores promoviéramos am-
bientes de aprendizaje propicios para poten-
ciar la resolucién de problemas, en los que
propongamos situaciones-problema que des-
pierten el interés de los estudiantes, y posibi-
litemos espacios de trabajo tanto individuales
como en pequeios grupos, para que interac-
tlen y socialicen sus propuestas, y para que
reconozcan unos y otros los conocimientos,
las estrategias y los argumentos “puestos en
juego” por cada quien para abordar estas si-
tuaciones, asi como la eficacia de los mismos.
Posteriormente, una vez hayamos recono-
cido los conocimientos, las estrategias y los
argumentos acogidos por los diferentes gru-
pos, podemos contrastarlos, analizando en
cada caso posibilidades o limitaciones, para
reconocer o no reconocer la validez de dichos
argumentos e institucionalizar los resultados
colectivamente construidos o reconstruidos.

= lave, |. & Wenger, E. (1991). Situated learning. legitima-
te peripheral participation. Cambridge: Cambridge Uni-
versity Press.

= Radford, L. (2006). Elementos de una teoria cultural de
la objetivacidn. Revista Latinoamericana de Investiga-
cién en Matematica Educativa, nimero especial, 267-
299.

= Schoenfeld, A. (1992). Learning to think mathematica-
Ily: problem solving, metacognition and sense making in
mathematics. In Handbook for Research on Matematics
Teaching and Learning. New York: Macmillan.
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